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Понятие артиновости играет важную роль в теории колец.
Ассоциативное кольцо R называется право (лево) артиновым, если любая
убывающая цепочка его правых (левых) идеалов идеалов – стабилизируется
[1], [2].
Известны примеры право, но не лево артиновых колец [1].
В дальнейшем, говоря артинова алгебра или артиново кольцо мы будем
иметь в виду правую артиновость.
Понятие артиновости используется как одно из условий конечности (конеч-
номерности).
Так, например, радикал Джекобсона артинова кольца является нильпотент-
ным, полупростая артинова алгебра является прямой суммой простых артино-
вых подалгебр, артинова простая алгебра изоморфна алгебре матриц над телом
[2].
Ситуация для алгебр Ли отличается. Любой идеал алгебры Ли является
двусторонним.
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Артиновость для алгебр Ли через идеалы определяли Ю.А.Бахтурин [3],
С.А.Пихтильков [4] и В.М.Поляков [5]. Они рассматривали специальные
i-артиновы алгебры Ли.
В 1963 г. В.Н.Латышев ввел новый класс алгебр Ли [6], которые он назвал
специальными по аналогии с йордановыми алгебрами.
Скажем, что алгебра Ли L специальная алгебра Ли, если существует ассоци-
ативная PI-алгебра A такая, что L вложена в A(−) как алгебра Ли, где A(−) – ал-
гебра Ли, заданная на A с помощью операции коммутирования [x, y] = xy− yx.
Возможно лучшим аналогом одностороннего идеала для алгебр Ли являют-
ся подалгебры или внутренние идеалы.
Понятие внутреннего идеала для йордановых алгебр было введено Н.Дже-
кобсоном [7]. Дж.Бенкарт по аналогии ввела внутренний идеал для алгебр Ли
[8].
Скажем, что подпространство B алгебры Ли L является внутренним идеа-
лом, если [B, [B,L]] ⊆ B.
Ф.Лопес, Е. Гарсия, Г.Лозано исследовали понятие внутреннего идеала при-
менительно к артиновости с помощью йордановых пар [9], [10].
Рассмотрим определения артиновости в трех смыслах.
Пусть L — алгебра Ли.
а) Если убывающая цепочка идеалов стабилизируется, то алгебра называет-
ся i-артиновой;
б) если убывающая цепочка алгебр стабилизируется, то алгебра называется
a-артиновой;
в) если убывающая цепочка внутренних идеалов стабилизируется, то алгеб-
ра называется inn-артиновой.
В работе [11] приведен пример бесконечномерной inn-артиновой алгебры Ли.
Пусть F — поле характеристики нуль, K - бесконечномерное алгебраически
замкнутое расширение поля F .
Алгебра Ли L = sl2K, бесконечномерная над F , является inn-артиновой
алгеброй Ли.
Можно отметить, что алгебра L содержит бесконечномерную абелеву подал-
гебру.
Следовательно, алгебра Ли L не является a-артиновой.
Мы установили, что из inn-артиновости может не следовать a-артиновость.
Легко проверить, что из inn-артиновости следует i-артиновость и из a-арти-
новости следует i-артиновость.
В работе [11] также приведен пример, показывающий что из i-артиновости
может не следовать a-артиновость.
Пусть F — поле характеристики нуль,
K = F (x1, x2, ..., xn, ...)−
поле рациональных функций от счетного числа коммутирующих переменных
x1, x2, ..., xn, ...
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Обозначим через L алгебру Ли матриц порядка 2 над полем K со следом
нуль L = sl2(K). Будем рассматривать L как алгебру Ли над полем F .
Идеалы I является векторными пространствами над K.
Следовательно, алгебра Ли L является i-артиновой.
Адгебра L содержит бесконечную убывающую цепочку подалгебр над F :
sl2(F [x1, x2, ...]) ⊇ sl2(F [x21, x3, ...]) ⊇ ... ⊇ sl2(F [xn, xn+1, ...]) ⊇ ...,
и не является a-артиновой.
В работе [11] приведен пример показывающий, что из i-артиновости не сле-
дует inn-артиновость.
Пусть V векторное пространство над полем F и W – подпространство V с
базисом e1, e2, ..., en, ... , где dimV/W =∞.
Обозначим через Wn подпространство, порожденное векторами en, en+1, ....
Получим W = W1.
Пусть L = L(V )(−) алгебра Ли, полученная из полной алгебры линейных
отображений V с помощью операции коммутирования [x, y] = xy−yx. Известно,
что L — простая алгебра Ли.
Обозначим через In множество линейных отображений f : V → V таких,
что f(V ) ⊆Wn, f(W ) = 0.
Можно проверить, что подпространства In, n = 1, 2, ... — являются внутрен-
ними идеалами.
Цепочка внутренних идеалов I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇ In ⊇ ... простой алгебры Ли L
является строго убывающей, бесконечной.
Следовательно, алгебра Ли L является i-артиновой, но не является
inn-артиновой.
Представляют интерес примеры бесконечномерных a-артиновых алгебр Ли.
Известно, что многие результаты переносятся с групп на алгебры Ли.
Для групп существуют даже абелевы бесконечные группы удовлетворяющие
условию минимальности для подгрупп. Такие группы называются квазицикли-
ческими.
Примером такой группы может служить мультипликативная группа ком-
плексных корней уравнений xp
n
= 1, n = 1, 2, ... для простого числа p.
Все подгруппы квазициклических групп конечны. О.Ю.Ш˙мидт сформули-
ровал проблему о существовании бесконечных неабелевых групп все, подгруппы
которых конечны.
Эта проблема была решена А.Ю.Ольшанским [12].
Для алгебр Ли ситуация отличается. Все абелевы a-артиновы алгебры Ли —
конечны.
В работе [13] показано, что все специальные алгебры Ли с условием макси-
мальности на абелевы подалгебры — конечномерны.
Условие максимальности на абелевы подалгебры означает отсутствия беско-
нечных абелевых подалгебр. Условие максимальности на абелевы подалгебры
эквивалентно условию минимальности на абелевы подалгебры.
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Из [13] следует, что все специальные a-артиновы алгебры Ли — конечномер-
ны.
Алгебра Ли L называется первичной, если из равенства нулю взаимного
коммутанта [U, V ] = 0 любых двух идеалов U и V следует, что U = 0 или
V = 0.
Идеал P алгебры Ли L называется первичным, если фактор-алгебра
L/P — первична.
Алгебра Ли L называется полупервичной, если если она не содержит нену-
левых абелевых идеалов.
Естественно поставить следующий вопрос.
Вопрос 1. Существуют ли бесконечномерные a-артиновы алгебры Ли?
Ответ на этот вопрос неизвестен автору. Пример из [12] построен с помощью
геометрических методов в теории групп. Его перенесение в на алгебры Ли пока
не удается выполнить.
Основным результатом работы является сведение вопроса 1 к следующему
вопросу.
Вопрос 2. Существуют ли первичные бесконечномерные a-артиновы алгеб-
ры Ли?
Теорема 1. Вопросы 1 и 2 для алгебр Ли — эквивалентны.
Для доказательства теоремы 1 нам потребуется лемма.
Лемма 1. Пусть L — полупервичная алгебра Ли над полем F такая, что
любая абелева подалгебра в L — конечномерна. Тогда
1) L не содержит бесконечных множеств попарно не пересекающихся иде-
алов;
2) L удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей аннуляторных
идеалов;
3) каждый максимальный аннуляторный идеал в L является первичным;
4) множество максимальных аннуляторных идеалов в L — конечно и их
пересечение равно нулю.
Доказательство теоремы. Из вопроса 2 вопрос 1 следует непосредствен-
но из формулировок.
Докажем следование в дургую сторону.
Пусть L — бесконечномерная a-артинова алгебра Ли. Обозначим через R ее
первичный радикал.
В работе [14] показано, что первичный радикал a-артиновой алгебры Ли
разрешим.
Существование i-артиновой алгебры Ли, первичный радикал которой не яв-
ляется разрешимым представляет проблему А.В. Михалева, ответ на которую
до сих пор неизвестен.
В работе [14] дается решение ослабленной проблемы А.В. Михалева для inn-
артиновых и a-артиновых алгебр Ли.
О РАЗЛИЧНЫХ ОПРЕДЕЛЕНИЯХ АРТИНОВОСТИ ДЛЯ АЛГЕБР ЛИ 79
Легко проверить, что подалгебра и гомоморфный образ a-артиновой алгеб-
ры Ли являются a-артиновыми.
Из a-артиновости R следует a-артиновость абелевой алгебры R/[R,R]. Сле-
довательно алгебра R/[R,R] — конечномерна.
Рассмотрим члены производного ряда алгебры R:
R′ = [R,R], R(k+1) = [R(k), R(k)], k = 1, 2, ... .
Рассуждая аналогично покажем конечномерность факторов R(k)/R(k=1) про-
изводного ряда алгебры R.
Из разрешимости R следует, что R(n) = 0 для некоторого натурального n.
Мы доказали конечномерность первичного радикала R.
Рассмотрим фактор-алгебру L¯ = L/R.
Алгебра Ли L¯ является бесонечномерной, полупервичной, a-артиновой.
Согласно лемме 1, в алгебре Ли L¯ находится конечное число первичных
идеалов P1, ..., Pn, пересечение которых равно нулю.
Тогда алгебра Ли L¯ является подпрямым произведение алгебр
L¯/Pi, i = 1, ..., n.
Если все алгебры L¯/Pi, i = 1, ..., n — конечномерны, то сама алгебра L¯ —
конечномерна.
Следовательно, существует i такое, что 1 6 i 6 n и алгебра Ли L¯/Pi является
бесконечномерной, первичной, a-артиновой.
Доказанная эквивалентность вопросов 1 и 2 показывает, что для ответа
на вопрос 1 можно строить бесконечномерную, первичную, a-артинову алгебру
Ли.
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